Jonas Hall & Thomas Lingefjard

Med GeoGebra ut i rymden

Matematikmiljon GeoGebra har nyligen uppgraderats till version 5 och den
storsta nyheten dr ett nytt tredimensionellt granssnitt. Vad kan vi dd gora
med det i matematikundervisningen? Har ges forslag pa hur man kan komma
utirymden. Plocka garna upp programmet och prova.

studerar rymdgeometri, och i vissa speciella sammanhang pa gymnasiet

som niir vi arbetar med tredje ordningens ekvationssystem och rota-
tionsvolymer. Behover vi verkligen ett digitalt 3D-verktyg i klassrummet? Lt
oss avvakta med svaret pa den fragan till dess att vi sett nigra exempel. Forst
maste vi dock lira oss nigra handgrepp.

Du visar 3D-fénstret genom att vilja detta i Visa-menyn, eller med snabb-
kommandot Ctrl-Shift-3. Férsta gidngen visas fonstret flytande, men det gir att
docka och placera var du vill precis som alla andra av GeoGebras fonster.

Punkter kan placeras genom att ange tredimensionella koordinater, exem-
pelvis A = (3, 2, 4). Du kan ocksi anvinda punktverktyget «* for att placera
punkter i xy-planet. Nir du placerat en punkt kan du dra den lings med xy-
planet. Klicka pa den en ging for att i stillet dra den i z-led. Ett klick till for att
vixla tillbaka igen.

Genom att filla ned formateringsfiltet i 3D-fénstret och inte ha nigot sir-
skilt objekt markerat fir du tillging till kontroller som liter dig rotera vyn =),
koppla bort visningen av "ritboxen” * -och viixla perspektiv [ \. Duroterar vyn
allra enklast genom att dra i bakgrunden med hager musknapp. Villar du bort
dig kan enkelt iterg3 till den normala visningen genom att trycka Ctrl-M.

Som vart forsta exempel visar vi en konstruktion dir vi skapat en regelbun-
den polygon vars sidantal regleras med en glidare. Denna har sedan extruderats
(dragits ut) till en kon. Vi kan se hur volymen nirmar sig en kons niir antalet
sidytor hos figuren kar.

r I Yre dimensioner har vi hittills framfor allt undervisat omi arskurs 9, da vi
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h=5 n=13
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Strackan radie gar fran polygonens mittpunkt till en hérnpunkt.
Basytans area = 27.2
Volym = Basytans area *hojd / 3 =45.3
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Givetvis kan man dven visa platonska kroppar och koniska sektioner — exem-
pel pi detta finnsilinken i slutet av artikeln.

Ett uttryck av typen 3x + 2y — z = 30 skulle normalt associeras till ekvatio-
ner. Tre liknande uttryck ger tillsammans ett tredje ordningens ekvationssys-
tem, men uttrycket beskriver ocksa ett tredimensionellt plan: For varje kom-
bination av ett x- och ett y-virde kan virdet pa z bestimmas. Tre plan skiir
varandra i en punkt och denna punkts koordinater ir 15sningen pa det lin-
jira ekvationssystemet. Hir har vi nu ett verktyg som kan askadliggora detta
i bade tva och tre dimensioner. Planen kan skiras antingen med kommandot
Skirning[] eller med verktyget Skir yta. D4 skapas linjer som i sin tur kan
skiras for att hitta punkten. I exemplet har vi styrt planens koefficienter fran
det lilla kalkylbladet lingst ned till viinster for att liitt kunna indra dessa.

|~ Algebrafonster &1~ Ritomrade |- Ritomrade 3D &
bs:,,'-m LEdc: DEGAc- 5~ 5+ &~ o~
> q=true o z=aa
9 r=true —‘—
- Plan
Qaix+2y-z=2 - Skdrningslinjer v Plana
3 -planet v Planb
? X v rningspunkt vPlanc
ojiz=44 +2y—z=2
P s e 31 =3
+ Stracka &+y+z=1 44 3
« Tal x—y—2z=2
» Text :
+ Triangel - |~ VyavPlanj W
« 0 » C' L
- Kalkylblad °@

AFKEEE|=- |0

[ en av vira kurser optimerar vi olika geometriska figurer. I f6ljande exempel har
vi forst skapat tre tal a = 3, b = 4 och ¢ = 2, visade som glidare. Direfter skapar vi
horneni ett ritblock med kommandon av typen (0,0, 0), (a, 0,0), (a, b,0), (4, b, ¢)...
(och 4 till). Anvind sedan polygonverktyget for att skapa sidytorna. Genom att
draiglidarna kan ritblocket indras. Volymen beriknar vii en textruta.
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Genom att definiera om ¢ = (50 — a b)/(2a + 2b) s& infor vi ett bivillkor som
innebir att arean pa botten och sidor skall vara 50 areaenheter. Glidaren for ¢
forsvinner nu eftersom den inte lingre kan dndras fritt. Lit b = 1.5a sa laser vi
dven b. Variera nu a till dess att du hittar en maximal volym. Om bivillkoren
indras sd miste vi leta efter maxvolymen pa nytt.

Rotationsvolym ir ett relativt konkret avsnitt i Ma4. Men ingenting ir sd
tydligt att det inte kan goras tydligare. Hir har vi finslipat en konstruktion som
kan anviindas for demonstration av rotationsvolymer. Bide sjilva rotationen
och hur volymen ir uppdelad i cirkelformade tunna skivor kan demonstreras
manuellt eller med automatisk animering.
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Vi har hir anviint oss av kommandot Yta] <x-Uttryck>, <y-Uttryck>,
<z-Uttryck>, <Parameter 1>, <Fran >, <Till >, <Parameter 2>, <Fran >,
<Till > ] som bygger pa att man definierar tre yttryck som anger x- respek-
tive y- och z-koordinaterna baserat pa tva parametrar. Hir har vi anviint oss av
uttrycket Yta[u, f(u) cos(v), f(u) sin(v), u, a, b, v, 0, a] med parametrarna
u (= x) som gar mellan integrationsgrinserna a och b, samt v som gar mellan O
och a. Med det hir kommandot kan du skapa s& gott som vilken yta du vill,
fran funktioner av tva variabler till Torus och Mébiusband.

Ett liknande och nirbesliktat kommando ir Kurva] <x-Uttryck>,
<y-Uttryck>, <z-Uttryck>, <Parameter>, <Fran>, <Till> |. Hir nedan har
vianvint det for att visa hur tva sinusformade signaler och deras gemensamma
Lissajousfigur hinger ihop i tre dimensioner. Lissajousfiguren ser du om du tit-
tat lings x-axeln (tidsaxeln) och studerar utbredningen i yz-planet, se figur pa
foljande sida.
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Behover vi dd det hir verktyget i skolan? Som vanligt ir det s3 att ny teknik ger
nya mojligheter f6r din matematikundervisning. Det finns inget i kursplanen
som begrinsar studiet av exempelvis funktioner till enbart tvd dimensioner.
Att ga djupare (1) in i matematiken kan vicka storre intresse, fortydliga inne-
hallet och knyta ihop olika omraden med varandra men det kan ocksd gora
det mer komplicerat for eleverna. Som vanligt ir det lirarens skicklighet att
hantera och presentera materialet som det hela hiinger pa.

Dessa och andra exempel kan hittas pa www.geogebratube.org/student/
b223215. Las garna informationen pa wiki.geogebra.org/en/Graphics_View_3D.

Pa Namnaren pa natet finner du nu lank till férra numrets
GeoGebra-inslag av Christoph Kirfel, om att ga fran
L

kvadratkomplettering till kubkomplettering.
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